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L.OI CAM ON

Luan van "Veé gid thuyét cia Jesmanowicz lién quan dén bo ba s6
Pythagoras nguyén thiy" dugce thuc hién tai Truong Dai hoc Khoa hoc -
Dai hoc Thai Nguyén va hoan thanh duéi sy huéng dan ctia TS. Tran D6
Minh Chau. Tac gia xin bay té long biét on chan thanh va sau sic téi co,
Nguoi da tan tinh chi bdo, huéng dan, dong vién khich 1é va tao moi diéu
kien thuan lgi cho tac gia trong sudt qua trinh nghién ctu va hoan thanh
luan van.

Tac gia xin tran trong cam on Ban giam hiéu Truong Dai hoc Khoa
hoa - Dai hoc Thai nguyén, Ban cht nhiém Khoa Toan - Tin, cting cac
giang vien da tham gia giang day va tao diéu kién t6t nhat deé tac gia hoc
tap va nghién citu.

Nhan dip nay, tac gia xin gui 16i cam on t6i gia dinh va ban be da
dong vien gitp do tac gid rat nhiéu trong qua trinh hoc tap.

Tac gia xin chan thanh cam on!

Thai Nguyén, thang 01 nam 2021

Tac gia

Ma Thi Yén

ii



Muc luc

LGi cam on ii
Muc luc iii
MG DAU 1
Chuong 1. Mot sb kién thitc chuan bi 4
1.1 Dongduthic . ... ... ... ... ... ... ... 4
1.2 Ky hiéu Legendre . . . . . . . .. ..o 8
1.3 Ky hiéu Jacobi. . . . . .. ... 17

Chuong 2. Gia thuyét Jedmanowicz lién quan dén bo ba sé

Pythagoras nguyén thuy 23
2.1 Bo ba s6 Pythagoras nguyén thuy . . . . . ... ... ... 24

2.2 Mot truong hop khi a khong cé uéc nguyén t6 dong du véi

1 theo modulo 4 . . . . . . . . . . . ... ... 29
2.3 Mot truong hop khi blaboicaa 8. . . . . ... .. ... .. 38
KET LUAN 47

TAI LIEU THAM KHAO 48

iii



MG DAU
Cho a, b, ¢ 1a cac s6 nguyén duong. Bo ba s6 (a, b, ¢) dugce goi 1a bo

2 v a, b, c nguyén to ciing

ba s6 Pythagoras nguyén thiy néu a® + b*> = ¢
nhau. Bo ba s6 Pythagoras xuat hién nhiéu trong cac van dé nghién cttu
cua Toan hoc, dac biét 1a phuong trinh Diophantine.

Cho a, b, c 1a cac s6 nguyén duong doi mot nguyén t6 ciing nhau.

Bai toan tim nghiém nguyén duong ctia phuong trinh Diophantine
a* + b’ =c” (1)

da dugc quan tam tit nhitng nam 1950. Dau tién, bai toan duge gidi quyét
cho mot vai bo ba a, b, ¢ cu thé bing cac phép bién doi dong du so cap va
luat tuwong hd bac hai. Mot s6 nha toan hoc ciing tim dude nghiem day di
ctia phuong trinh (1) khi gia tri ctia cac s6 a, b, ¢ 1a nho. Hién nay, bang 1y
thuyét xap xi Diophantine, ta c6 thé kiém tra dugc cac nghiém ctia (1). St
dung 1y thuyét vé dang tuyén tinh trong logarit ctia Baker, ta con c¢é thé
dua ra cac chin trén tot vé do 16n cia cac nghiém cua (1). Dac biet da c6

két qua chi ra ring s6 nghiém ctia (1) khong vugt qua 23¢

. Trong trudong
hop c6 theém gia thiét vé tinh chia hét clia x, y, z, ta c6 thé lien hé phuong
trinh (1) véi cac phuong trinh Diophantine khac, chang han phuong trinh
Fermat suy rong.

Hau hét cac két qua gan day vé phuong trinh (1) déu lien quan dén
cac gia thiét khac nhau vé bo a, b, ¢, trong d6 ¢6 truong hop (a, b, ¢) 1a bo

ba s6 Pythagoras. Néu (a, b, ¢) 12 bo ba s6 Pythagoras thi phuong trinh (1)
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luon ¢6 mot nghiem 1a (z,y, z) = (2,2,2). Mot cau hoi ty nhién dat ra 1a
ngoai nghiém nay phuong trinh (1) ¢6 con nghiém nguyén duong nao khéac
khong? Nam 1956, W. Sierpiriski [11] da ching minh réng phuong trinh (1)
khong c¢6 nghiem nao khac néu (a,b,c) = (3,4,5). Sau d6, JeSmanowicz
8] cling dua ra cau tréa 161 phi dinh cho cac trudng hop (a, b, ¢) lan lugt 1a
cac bo (5,12,13);(7,24,25),(9,40,41); (11,60,61). Tu do, JeSmanowicz
da dua ra gid thuyét "Néu a,b,c la bo ba s6 Pythagoras nguyén thiy thi
phuong trinh (1) khong cé nghiém nguyén duong nao khdc ngoai nghiém
(2,2,2)".

Nhiéu nha toan hoc da chitng minh gid thuyét ctia JeSmanowicz
nhung mdéi chi ding lai 6 mot vai truong hop rieng 1é. Chi ¥ rang theo
Euclid, ton tai cac s6 nguyén m,n sao cho a = m? — n?,b = 2mn va
c = m?+ n? trong d6 m > n > 0,ged(m,n) = 1 va m # n( mod 2).
Nam 1959, Lu[10] da chiing minh gi& thuyét cho truong hop n = 1. Nam
1965, Dem’janenko [3] dua ra ching minh khi m —n = 1. Tuy nhién, nhin
chung bai toan chua dugc giai quyét cho trusng hgp tong quat.

Kho6 khan tht nhat khi chitng minh gid thuyét nay la khang dinh
cac nghiem (z,y, 2) déu chin. Dé gidi quyét van dé nay, trong [2, 4], cac
tac gid da gid thiét a,b, ¢ c6 cac uwdc nguyen td nhat dinh va sit dung bién
doi déng du so cap cung véi luat tuong hd bac hai dé ching minh cac
x,y,z déu chdn. Dic biet, néu x,y, z chdn va 2 1a uéc thuc su clia mn
thi y/2 = 1 va gid thuyét luon ding (xem [9]). Chang han, néu m = 1
(mod 8) van =6 (mod 8) thi luon kéo theo (z,y, z) = (2,2, 2).

Kho6 khan thit hai 14 ching minh lap luan "néu (x,y,z) 1a chén
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(do d6 c¢6 the viet x = 2X |y = 2Y,2 = 2Z) va 4 la uéc clia mn thi
(X,Y,Z) = (1,1,1)". Trong tinh huéng nay, quan trong la can xac dinh
dugc tinh chén, 1é cia X,Y, Z. Ngay ca khi c6 gia thiét vé tinh chén, 1é
cia X,Y,Z ciing rat kho ching minh duge gid thuyét. Hau hét cac két
qua vé giad thuyét nay déu xoay quanh gia thiét 2 14 wdc thyc sy ciia mn.
RAt it cac két qua xét trudng hop mn chia hét cho 4 (xem [4]).

Muc dich ctia luan van 1a trinh bay lai két qua ctia Takafumi Miyazaki
trong bai bao On the conjecture of Jesmanowicz concerning Pythagorean
triples dang trén tap chi Bull. Aust. Math. Soc nam 2009. Trong bai bao
nay, ong xem xét gid thuyét khi b chia hét cho 8 va chiing minh gia thuyét
ding khi @ khong c¢6 wée nguyeén t6 nao dong du véi 1 theo modulo 4. Ong
ciing kiém tra tinh chén, 18 ctia cac bién z,y, z vd dua ra cac bo (a,b,c)
méi thda man gia thuyét khi b chia hét cho 8. Vé ki thuat chting minh, ong
chti yéu st dung dong du so cap va cac két qua ve phuong trinh Fermat
suy rong cia Darmon va Merel [5].

No6i dung luan van dugce chia lam hai chuong. Chuong 1 trinh bay cac
kién thiic chuan bi vé ddng du thiic, ky hieu Legendre, Ky hiéu Jacobi, Luat
tuong ho bac hai. Trong chuong nay, cac khai niem déu duge minh hoa bang
nhitmg vi du cu thé va cac tinh chat dugc chiing minh mot céch 1o rang,
chi tiét. Noi dung chuong 2 gom tinh chat ciia bo ba s6 Pythagoras nguyén
thiy, chitng minh gid thuyét Jedmanowicz trong truong hop a khong c6
u6c nguyen t6 nao dong du véi 1 theo modulo 4 va trudng hop b 1a boi
cua 8.

Thai Nguyén, thang 01 nam 2021
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Chuong 1

Mot s6 kién thitc chuan bi

Muc tiéu ctia chuong nay 1a trinh bay mot cach chi tiét cac khai
niém va tinh chat vé dong du thic, ky hiéu Legendre, Ky hiéu Jacobi, luat
tuong hd bac hai. Day la cac k¥ thuat duoe ding dé ching minh cac két

qué G chuong 2. Noi dung chuong nay duge trinh bay dwa theo [6].
1.1 Dong du thic

Ly thuyét dong du dugc nha toan hoc Gauss bat dau xay dung va
phat trién tit dau thé ky XIX. Day 1a mot noi dung quan trong clia sé hoc.
Theo lich st, nhiéu nha Toan hoc Trung Quoc da c6 khai niem vé dong du
va van dung né trong viéc gidi nhiéu bai toan tit nhieu thé ky trude do.
Viéc hiéu biét cac khai niem va tinh chat ctia dong du thic gitp ta giai
nhiéu bai toan kho trong s6 hoc mot cach nhe nhang, ngan gon.

Dinh nghia 1.1.1. Cho cac s6 nguyén a, b, m. Ta néi a dong du vdi b theo
modulo m néu m | (a — b).

Néu a dong du véi b theo modulo m thi ta viét a = b (mod m). Néu

m 1 (a—0b) thita viét a £ b (mod m) va ta néi a va b khong dong du theo

modulo m.



Stt dung dinh nghia dong du thic, ta dé dang chitng minh duge cac
tinh chat sau ctia dong du thiic.
Meénh dé 1.1.2. Néu a,b la cic s6 nguyén thi a = b (mod m) néu va chi
néu ton tai s6 nguyén k sao cho a = b+ km.

Meénh dé 1.1.3. Cho m la so6 nguyén duong. Quan hé dong du theo modulo

m théa man cdc tinh chat sau
(i) Phdn ra: a = a (mod m) vdi moi s6 nguyén a.
(ii) Doi ziing: Néw a, b la cdc s6 nguyén sao choa =b (mod m) thib = a
(mod m).
(iii) Bdc cau: Néu a,b,c la cic s6 nguyén sao cho a = b (mod m) thi
b=a (mod m).

Cho s6 nguyén a va s6 nguyen duong m. Theo thuat toan chia véi
du, ta viét dugc a = bm +r v6i 0 < r < m — 1. Dang thtic nay ching t6
a =r (mod m). Vi thé mdi sd nguyén déu dong du véi mot trong céc sd
nguyen 0,1,...,m — 1, 1a cac phan du c¢6 dude khi chia cho m. Do hai s6
bat ki trong cac s6 0,1,...,m — 1 khong dong du véi nhau theo modulo
m nén c6 tat cd m s6 nguyén sao cho bat ky sé6 nguyén ndo déu dong du
theo modulo m véi ding mot trong m s6 do.

Dinh nghia 1.1.4. Mot hé thing du day di theo modulo m 14 mot tap
hop céac s6 nguyén sao cho mdi s6 nguyén déu dong du theo modulo m véi

dtng mot s6 nguyén trong tap hop do.

Vi du 1.1.5. (i) Thuat toan chia véi du chiing t6 rang tap cac s nguyén
{0,1,...,m — 1} 1a mot he thang du day du theo modulo m. He nay

dude goi 1a hé thang du khong am bé nhat theo modulo m.



(ii) Cho m la s6 nguyén duong 18. Khi d6 tap cac s6 nguyén
1 m-— 3 m—1
m-l m=3 4. M=
2 2 2 2
14 mot he thing du day du.

Dong du thiic c6 nhiéu tinh chat tuong tu nhu dang thitc. Trude hét,
quan hé dong du ducc bao toan khi cong, trit hodc nhan hai vé ciia dong
du thitc véi cing mot s6 nguyén.

Dinh 1y 1.1.6. Néu a,b,c,m la cic so6 nguyén vdi m > 0 sao cho a = b

(mod m) thi
(i) a+c=0b+c (mod m),
(ii) a —c=b— ¢ (mod m),
(iii) ac = be (mod m).

Chu ¥ rang quan hé dong du chua chiac da dugc bao toan khi chia
hai vé ctia mot dong du thitc cho cting mot s6 nguyen khac 0. Chang han,
14 =72=42=28 (mod 6) nhung 7 # 4 (mod 6). Tuy nhién, Dinh ly
sau cho ta mot két qua dang vé phép chia hai vé ctia dong du thiic cho
ciing mot s6 nguyén khéc 0.

Dinh 1y 1.1.7. Néu a,b,c va m la cdic s6 nguyén sao cho m > 0, va
d = ged(e,m) va ac = be (mod m), thi a =b (mod m/d).

Hé qua 1.1.8. Néu a,b,c va m la cdic s6 nguyén sao cho m > 0 va
ged(e,m) =1, ac = be (mod m) thi a = b (mod m).

Vi du 1.1.9. Vi 42 = 7 (mod 5) va ged(5,7) = 1 nén 42/7 = 7/7
(mod 5) hay 6 =1 (mod 5).

Dinh 1y 1.1.10. Néu a,b,c,d va m la cic s6 nguyén sao cho m > 0,
a=b (mod m) va c=d (mod m) thi
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(i) a+c=b+d (mod m),
(ii) a —c=b—d (mod m),
(iii) ac = bd (mod m).

Viduy 1.1.11. Vi 13 =8 (mod 5) va 7 =2 (mod 5) nén stt dung Dinh ly
1.1.10 tadugc 20 =134+ 7=8+2=0 (mod 5),6 =13 -7=8—-7=1
(mod 5), va 91 = 13.7 = 8.2 = 16 (mod 5).

Dinh 1y 1.1.12. Cho b € Z. Néu ri,79, ...,y la mot hé thing du day di

theo modulo m va a la s6 nguyén duong sao cho ged(a,m) =1 thi
ary +b,ars +0,...,ar, +0b

la mot hé thang dv day di theo modulo m.

Chatng minh. Truéce hét, ta chiing minh khong c6 hai trong s6 cac s6 nguyén
ary +b,ary +0,...,ar, +b

dong du véi nhau theo modulo m. That vay, néu ar;j+b = ary+b (mod m)

thi theo Dinh 1y 1.1.6(ii) ta c6
arj = ary  (mod m).
Vi ged(a, m) = 1 nén theo He qua 1.1.8 ta c6
r; =1, (mod m).

Do r; # ri (mod m) néu j # k nén ta suy ra j = k. Vi tap ary + b, ary +

b,...,ar,, + b gom m s6 nguyén doi mot khong dong du véi nhau theo
modulo m nén tap nay la mot he thing du day da theo modulo m. []

Dinh 1§ sau khing dinh dong du thitc duge bao toan qua phép nang
liy thia.

Dinh 1y 1.1.13. Néu a, b, k va m la cic so nguyén sao cho k > 0,m > 0

vi a = b (mod m), thi a® = b* (mod m).
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